
4. MODELITZACIO MATEMATICA
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La modelitzaci6 maternatica es una eina fonamental per a poder
caracteritzar sistemes complexes. El seu us dins dels estudis me

tabolics es cada dia mes important, si be la complexitat dels siste

mes a estudiar demana la definici6 destrategies especiiiques perque
el model sigui util, En aquest sentit, la representaci6 S-system es

particularment indicada tant per a referir-se a questions teoriques
com per a desenvolupar models numerics de vies metaboliques. En

aquesta contribuci6, revisarem els fonaments d'aquesta tecnica i
discutirem els seus aspectes d'aplicaci6 rnes importants per tal de
mostrar la utili tat dels models S-system en estudis del metabolisme.

4_1. INTRODUCCI6

L'estudi dels processos metabolics, ja sigui a nivell cel-lular 0 a

nivell d'organisme complet, presenta nombroses dificultats tant ex

perimentals com d'analisi de dades, Les caracteristiques del mate

rial biologic fan que la mesura dels seus components sigui dificil i

que els resultats estiguin sotmesos a molta variabilitat, be perque la
mesura en questio varii d'un individu a un altre, be perque es fa un

error experimental important atesa la dificultat de realitzaci6 prac
tica de la mesura, Addicionalment, hom ha de tenir en compte cer

tes limitacions associades al plantejarnent conceptual de la recerca

en aquest camp_ Tradicionalment, hom ha emprat una aproximaci6
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reduccionista al problema, en el sentit que la recerca s'ha centrat en

l'estudi dels diferents components aillats, amb la confianca que la
reconstrucci6 del sistema global i la consideraci6 de la informaci6
sobre les propietats dels diferents elements ens portara a una com

prensio de la complexitat del proces en questio. Malauradament,
aixo nO es aixi (Savageau, 1992a). L'estudi dels elements aillats des
trueix l'estructura del sistema, i determina que moltes observacions
no tinguin sentit, Tot i que hom tingui cura del proces, l'aillament
d'un component no garanteix que el seu comportament, malgrat
mantenir-ne l'entorn el mes proper possible a l'original, sigui simi
lar al que s'esdeve in vivo. La destrucci6 de l'estructura trenca una

de les caracteristiques fonamentals dels sistemes metabolics: la rique
sa de les interaccions entre els seus components. Aquesta riquesa es,
juntament amb les propietats no lineals dels processos implicats, la

responsable del comportament integrat d'una via metabolica, Per
tant, es evident la necessitat d'aproximar-se a l'estudi dels processos
metabolics mitjancant l' observaci6 del sistema intacte i considerar
un canvi tant en l'ambit conceptual i d'interpretaci6 de resultats com

en l'ambit d'aproximaci6 experimental al problema.
En aquest canvi de plantejament, atesa la complexitat propia

d'una via metabolica, caracteritzada per elements amb comportament
no lineal i per l'existencia de nombrosos senyals d'autoregulaci6,
es fa necessari l'us de tecniques d'analisi que permetin de treure l'en
trellat de les diferents mesures experimentals. En aquest sentit, l'us
d'una representaci6 matematica adient hi te un paper fonamental,
entenent que la tecnica de representacio maternatica que s'utilitzi
ha de complir un seguit de requisits perque es pugui considerar iitil
com a eina complementaria dels estudis metabolics, Per identifi
car aquests requisits, i per entendre l'eleccio d'una representaci6
maternatica particular, a continuacio considerarem breument els
objectius que, generalment, es volen assolir en estudiar una via me

tabolica.

4.2. MODELS PER A FER QUE?: QUE VOLEM
ENTENDRE EN ESTUDIAR UNA VIA METABOUCA?

Com a primer pas per a discutir I'us de models maternatics en

estudis de metabolisme, cal demanar-nos quins SOn els nostres ob
jectius pel que fa a entendre una determinada via metabolica. Aixi, i
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depenent de la visi6 particular de cadascun de nosaltres (vegeu per
exemple Atkinson [1990J), podem identificar diferents interessos,
com ara:

• Determinar l'enzim (0 enzims) responsable de la regulaci6
de la via en les condicions d'interes.

• Predir les variacions del flux en resposta a una variaci6 de
l'entorn.

• Determinar quins senyals de regulaci6, dels identificats en

experiments in vitro, s6n rellevants in vivo?
• Esbrinar si l'estructura i propietats d'una determinada via

s6n optirnes pel que fa ad'altres possibilitats alternatives per
a la mateixa via?

• Descobrir els principis de disseny del metabolisme.

Clarament, hi ha un nivell creixent d'ambici6 en els objectius
exposats. El primer objectiu respon ala caracteritzaci6 del siste
ma en unes condicions particulars, i demana l' establiment de quin
enzim (0 quins) es el responsable de la regulaci6 del flux a traves
de la via. En certa manera, aquest objectiu es el mes coneret de

tots, en el sentit que no es refereix a una questio teorica sin6 que
es planteja un problema especitic sobre el sistema en unes condi
cions ben determinades. La resposta a aquesta pregunta demana,
dones, un formalisme capa<; de caracteritzar la via en aquestes
condicions i d' emetre una opinio obj ectiva sobre la intluencia dels
diferents enzims en la regulaci6 del seu funcionament. Evident

ment, aixo demana tarnbe que el formalisme sigui capa<; de rela
cionar l'analisi de la regulaci6 amb les dades que hom pot obtenir
sobre el sistema. Amb aixo, hom podria tambe assolir l'objectiu
d' esbrinar quins senyals de regulaci6 tenen seritit en el sistema
intacte amb relaci6 a la caracteritzacio in vitro dels diferents com

ponents del sistema.
La predicci6 del comportament del flux en resposta a variacions

de I'entorn demana disposar d'una tecnica capa<; de fer prediccions
dinamiques. En general, aixo vol dir emprar equacions diferencials
i simulaci6 numerica per tal de predir la resposta del sistema a va

riacions en el seu entorn. En aquest sentit, hi ha un ampli ventall
de possibilitats quant a representar el sistema. Des d'una represen
taci6 molt detallada dels diferents elements, fins a his de repre-

55



Modelitzaci6 macroscopica en ciencies cxperimcntals

sentacions aproximades, aquest objectiu es pot assolir de maneres

ben diferents. La questio, pen), sera. determinar el formalisme que
ens permeti assolir conjuntament els diferents objectius.

El darrer objectiu es, amb molt, el mes ambici6s. Descobrir els

principis de disseny implica esser capa<; d'entendre per que un de
terminat problema es resol amb una estructura determinada. Un

exemple relativament senzill seria entendre per que una via de sin
tesi es regula per feedback pel producte final i no per qualsevol
dels altres dissenys possibles (Savageau, 1975, 1976). Exemples
mes complicats serien el plantejament del disseny de la regulaci6
de circuits de regulaci6 de l'expressi6 genica (Savageau, 1972,
1976), 0 be la interpretacio de les diferents interaccions entre ti

pus cel-lulars en el sistema immune i la seva relaci6 amb les ca

racteristiques de la resposta immune (Irvine i Savageau, 1985a, b).
A mes, ens podem plantejar preguntes relacionades directament
amb l'evolucio de vies rnetaboliques. En aquest sentit, un voldria
entendre com es relaciona la funci6 d'una via amb la seva estruc

tura iamb l'organitzaci6 de les diferents reaccions (Melendez
Hevia i Isidoro, 1985). L'acompliment d'aquests objectius dema
na una eina que sigui capa<; de resoldre questions generals des
d'un punt de vista teoric i, per tant, reclama una representaci6
maternatica que permeti I'analisi i generalitzaci6 de les propietats
del sistema. Idealment, aquesta tecnica ha de permetre lligar
les propietats dels elements amb les del sistema d'una manera

entenedora.
Com es pot veure, en uns casos hom intenta entendre una situa

ci6 molt concreta, com es caracteritzar una situacio metabolica en

unes condicions ben establertes, i en uns altres casos el que hom
intenta es comprendre el perque d'allo que te al davant. En general,
hom enten la modelitzacio rnatematica com una eina per a repro
duir una situacio experimental en termes quantitatius. Veiem, pero,
que hi ha d'altres objectius que reclamen l'us de la modelitzaci6
maternatica i que en darrer terme determinaran quin tipus de repre
sentaci6 es mes adient.

Tradicionalment, I'eina basica de la modelitzaci6 de vies me

taboliques han estat els sistemes d' equacions diferencials basats en

la descripci6 cinetica de cada un dels elements dinamics del sistema

(Segel, 1980; Murray, 1990). Aquests models es construeixen a par
tir de la caracteritzacio in vitro de cada una de les reaccions en

zimatiques, extrapolant-ne els parametres obtinguts amb la con-
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Iianca que aproximin suficientment la situacio in vivo. Molt sovint,

aquests models son resultat d'experiments realitzats en condicions

prou diferents i, encara, en materials biologics diversos. Aixo fa

que, com a minim, aguests models hagin de ser vistos amb certa

precauci6 pel que fa ala seva utilitat real. En descarrec, cal dir que
I'estudi in vivo del metabolisme requereix, com hem comentat

anteriorment, mesures diffcils d' obtenir.

D'altra banda, encara que l'extrapolaci6 de la situacio in vitro

reprodueixi raonablement les condicions del sistema in vivo, el

model obtingut sera, en general, de poca utili tat davant els objec
tius plantejats en l'apartat anterior. Aixi, els models resultants son

inabordables analiticament i, per tant, no seran de gran ajuda per a

comprendre les propietats del sistema objecte d'estudi. Ames, el

gran nombre de reaccions i les interaccions entre els diferents ele

ments compliquen [orca la tasca d'interpretar-ne la seva complexi
tat. L'analisi d'aquesta mena de models queda restringit, en tot cas,

a l'us de la simulacio nurnerica (Wright et al., 1992). D'altra ban

da, en el benentes que el model indicat fos correcte pel que fa a la

representacio cinetica, es evident que la caracteritzaci6 dels dife

rents parametres per mesures in vivo es un objectiu diffcilment

abastable.
La definicio de models maternatics fonamentats en equacions

cinetiques reflecteix el punt de vista reduccionista dominant en

molts ambits de la ciencia actual, on el coneixement detallat dels

diferents components es el paradigma fonamental. En contra d'a

questa visio, es evident que les propietats dels sistemes complexos,
es a dir, compostos per gran nombre d' elements que interaccionen i

transfereixen tant materia com informaci6, resulten de quelcom
mes gue de la simple superposici6 de propietats individuals (Berta
lanfy, 1968). Aixo es ben dar quan hom intenta entendre la dinami

ca i l'evoluci6 d'ecosistemes, el funcionament d'un organisme, ola

genesi d'aquest mateix organisme.
Cal preguntar-se, per tant, si ellIenguatge que es util per des

criure el comportament dels diferents elements que componen una

via metabolica es adient per representar i estudiar el sistema com un

tot integrat. Potser, com s'ha fet en molts altres camps cientifics,
caldria desenvolupar un lIenguatge particular gue s'adreces directa

ment a la representaci6 del sistema com un tot, i que perrnetes asso

lir, el millor possible, la mena d'objectius comentats en l'apartat
anterior.
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4.3. REQUISITS IDEALS PER A LA REPRESENTACI6
MATEMATICA DE VIES METABOLIQUES

D'acord amb la discussi6 que hem plantejat en les seccions
anteriors, es evident que la tria d'un determinat formalisme per a

representar matematicarnent una via metabolica ha de complir un

seguit de requisits si volem que, ultra esser maternaticament correc

te, sigui d'utilitat per a resoldre el seguit de questions que hem re

conegut com a interessants des del punt de vista de la recerca en

metabolisme. Breument, indicarem els segiients punts com a fona
mentals:

1. Facilitat per a modelar el sistema a partir d'informaci6 quali
tativa. En molts casos, la informaci6 disponible sobre un determi
nat sistema es purament qualitativa, i es diffcil la caracteritzaci6

completa de tots els elements. En aquest sentit, I'eina deleccio per
a la modelitzacio de vies rnetaboliques ha de permetre la definici6
del model a partir d'informaci6 incompleta. En aquest sentit, en

molts casos cal descartar la utilitzacio de models cinetics classics.
2. Bona representaci6 de les propietats no lineals dels compo

nents del sistema. En qualsevol cas, la representaci6 escollida ha de
ser capac; de representar les propietats no lineals caracteristiques
dels diferents components del sistema. En aquest sentit, his de mo

dels lineals queda descartada.
3. Possibilitat d'analisi matematica. La tecnica d'elecci6 ha de

permetre el treball d'analisi, en el sentit que hom ha de poder de
duir les propietats del sistema a partir de la representaci6. En parti
cular, cal que la representaci6 perrneti la definicio i el calcul de me

sures de performance del sistema com ara: sensibilitat a canvis dels
parametres, resposta a pertorbacions externes, etc.

4. Generalitzable i sistematitzable. Una de les finalltats de I'us
de models maternatics es la generalitzaci6 dels resultats a sistemes
que pertanyen a la mateixa classe matematica. Una propietat des it

jable per als models materna tics de sisternes metabolics es la possi
bilitat que diferents sisternes puguin esser comparats des d'un ma

teix punt de vista. En aquest sentit, hom preterira una representaci6
rna ternatica sistematica i ben estructurada abans que models ad hoc

per a cad a sistema en particular.
5. Els parametres s'han de poder obtenir experimentalment. En

qualsevol cas, la representaci6 escollida ha d'incloure parametres
que tinguin una interpretaci6 experimental clara i que, per tant, es
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puguin mesurar en condicions adients. Idealment, f6ra desitjable
que els diferents parametres es poguessin mesurar in vivo.

6. Propietats telescopiques. En molts casos, hom esta interessat
en un mateix problema des de diferents punts de vista. Aixo vol dir

que en molts casos estudiarem un mateix problema des de diferents
nivells de complexitat. En aquest sentit, la possibilitat que la repre
sentaci6 maternatica emprada sigui aplicable a qualsevol d'ells es
una propietat desitjable que facilita la comprensi6 de problemes
complexos.

4.4. EL CONCEPTE DE POWER-LA W: SACRIFICAR
EL DETALL, GUANYAR TRACTABILITAT

La figura 1 presenta la forma general de la dependencia entre la
concentraci6 de substrat (5) i la velocitat inicial d'una reacci6 en

zirnatica. Aquesta dependencia presenta diferents caracteristi

ques: 1) es no lineal, 2) te saturaci6, i 3) en general te una forma

hiperbolica (cas no cooperatiu) 0 sigmoidal (cas cooperatiu). Les

Velocitat
10 �------------------------------------------------�

(a)

6

2

(b)
4

o �--�----�--�----�--�----�--�----�--�----�

o 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Concentraci6

FIGURA 1. Exemple de la depcndcncia entre la velocitat de reaccio i la con

centraci6 de substrat en reaccions enzimatiques monosubstrat. (a) cinetica hi

perbolica, (b) cinetica cooperativa.
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funcicns que, pel cas d'un substrat, representen aquest comporta
ment es dedueixen a partir del mecanisme de reacci6 i s6n de la
forma coneguda:

[lJ
v; S

V = --- Sense cooperativitat
Km+S

v=

Km+S"
Amb cooperativitat

En general, si tenim en compte una reaccion amb mes d'un

substrat, inhibidors, cofactors, etc., la dependencia entre la velocitat
de la reacci6 i els diferents efectors ve donada per una expressi6 de
velocitat amb gran nombre de termes (Cleland, 1967). Des d'un punt
de vista general, aquesta dependencia es pot expressar de la forma:

[2J

on f (Xl' X2, .. ·, X,J es, generalment, una funci6 racional (Savage au,

1969a, b). La qiiestio es pensar si hi ha un cami alternatiu entre la

complexitat associada al maxim detail en la descripci6 (equaci6 [1])
i l'ambigiiitat expressada per I' equaci6 [2]. Veurem que el formalis
me conegut com a power-law ens permet aquesta alternativa.

Si representem l'equaci6 [2J en coordenades logaritmiques, ob
terum:

[3J log (vJ = g [log (Xl)' log (X2), ... , log (XJJ

on g sed. una funci6 diferent de la funci6 original f
Expandint l'equaci6 [3J mitjancant una serie de Taylor trunca

da en el terme lineal, obtenim:

ri

( a log (v) )[4J log (vJ "" log (Vi) +L: -:\ I (')
. (log (X) -log (XJ)

j�l a og X, 0

Si definim:

[5J ( a log (v,) )a log (X) 0
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[6] log (X;) = v,

l'equacio [4] es pot escriure com:

[7]
11 n

log (v) "" log (vi) - L gij Yj, + L gil v,
j=l j=l

que es equivalent a:

[8]
11

u, "" o: n xg"
, , I

j=l

v
on el pararnetre Ui =

"

nil x»
I,

i= 1

EI pararrietre gij rep el nom d'ordre cinetic, i a, s'anomena cons

tant de velocitat (vegeu Sorribas i Savageau, 1989a, b; Sorribas et

al., 1995a, per a una discussi6 mes completa d'aquests termes i per a

exemples). L'equaci6 [8] es coneix coin a aproximaci6 power-law
a requaci6 original (equaci6 [2]) (Savageau, 1969a, b, 1976). EI sig
nificat de l'expansio en series de Taylor garanteix la validesa

d'aquesta representaci6 en l'entorn del punt considerat.
Les figures 2 i 3 mostren l'aproximaci6 de les equacions [1] mit

jancant aquesta tecnica, Hom pot apreciar que al voltant del punt

operacional, l'aproximaci6 es bona. Quan intentem representar la

funci6 original lluny del punt operacional, apareixen problemes
d'exactitud. D'altra banda, depenent del punt operacional escollit,
la representaci6 power-law es mes 0 menys similar, en termes qua

litatius, a la funci6 original.
Es clar que aquesta aproximaci6 no pot representar la funci6

original per a qualsevol valor de les variables implicades, pen) es

pot considerar suficient si el marge de valors dinteres es rnes 0

menys restringit (figura 4). Aquest es el cas de moltes situacions

dinteres en la modelitzaci6 de sistemes biologics, on per causa de

mecanismes dhomeostasi aquest rang es controlat en uns estrets

marges.
Per tant, una possible estrategia per a representar la dependen

cia de la velocitat respecte de les diferents variables es utili tzar l' a

proximaci6 power-lawen la confianca que representara la funci6

buscada en un determinat camp de valors. Es important indicar que
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V V
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(c)
2 (el)

10 15 [S] 20 °0 10 15 [5] 20

FIGURA 2. Aproximaci6 power-law de I'equacio de Michaelis-Menten per
a la cinetica monosubstrat, Els punts operacionals son: (a) S = 1, (b) S = 3,
(c) S= 5, (d) S= 10.

v V
12 12

10 10

8

6

4

(a) (b)

5 10 15 [5] 20 10 15 [5] 20

v V
12 12

10 10

8

6

4 4

(c)
2 (d)

10 IS [5] 20 5 10 15 [5] 20

FIGURA 3. Aproximacio power-law de l'equacio de Hill per a la cinetica 1110-

nosubstrat i n = 2. Els punts operacionals son: (a) S = 1; (b) S = 3; (c) S = 5; (d)
S= 15.
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aquesta representaci6 no sera una alternativa a I' equaci6 original en

el sentit d'estudiar in vitro el comportament aiJlat d'una determina
da reacci6. L'aproxirnacio power-law sera fonamental per a derivar

una representaci6 iitil del sistema complet.
Podem copsar els avantatges de la representaci6 power-law

amb el segi.ient exemple. Considerem l'esquema de la figura 5. En

aquest cas, la sintesi de XI depen de X, (el substrat de la reaccio) i de

X4 (un regulador que actua com a inhibidor). D'acord amb l'equa
ci6 [8], la representaci6 power-law d'aquest proces seria:

[9]

Si volguessim incloure un senyal d'inhibici6 per feedbak del

producte final X2, tot el que cal fer es afegir un terme a I' equaci6
anterior. Aixi, tindriem:

[10]

Per tant, la representaci6 power-law permet incorporar sense

dificultat noyes variables a la representaci6 d'un proces, sense sor

tir de la mateixa forma funcional. Aquesta propietat permet un mo

delat sisternatic (punt 4.4.) i, com veurem mes endavant, pot aprofi
tar informacio qualitativa del sistema (punt 4.1.). A rnes, com

indiquen els resultats de les figures 2 i 3, la representaci6 captura les

propietats no lineals essencials del proces considerat (punt 2). El

12
V

10

(a)

5 10 15 [5] 20

v

:;:IJ ii Ii
: t:::1:: fisfoJ&�ici1I1::::I::::III:tttt:::::1I:tt
-

.:::::: r::::::::::::::::::::::::::::::::::::::

.:::::: -e_.;::::::::::::::::.:::::::::::::: ::::

o
. .

o 5 10 15 [5] 20

FIGURA 4. La representaci6 power-law es valida en l'entorn del punt opera
cional, mentre que es fa inexacta si ens allunyem d'aquest punt. L'interes de la

representaci6 power-law rau en el fet que el rang de variacio fisiologic de mol
tes variables d'interes cs relativament limitat. En aquesta situacio, l'error que
es fa utilitzant aquesta aproximaci6 es petit.
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FIGURA 5. Interacci6 entre dues vies metaboliques hipotetiques. El signe -

indica inhibici6 de ]a reaccio per part de X4 (vegeu el text).

rang d'exactitud de la representaci6 power-law ha estat estudiat

arnpliament en Voit i Savageau (1987), Sorribas i Savageau (1989a,
b, c) i Cascante et al. (1991).

4.5. LA REPRESENTACI6 S-SYSTEM

EI concepte de power-law es la base per a construir una repre
sentaci6 maternatica del sistema que ens permeti el seu modelat i

analisi, EI model resultant es coneix com S-system i es defineix se

guint els seguents passos:

1. Agregaci6 dels diferents processos de sintesi per a cada X, en

forma d'un proces net de.sintesi (vt).
2. Agregaci6 dels diferents processos de degradaci6 per a cada

Xi en forma d'un proces net de degradaci6 (vi)
3. Definir la variacio de X, amb el temps com la diferencia

Xj=v:-vi
4. Derivar la representaci6 power-law per a cadascun dels pro

cess os agregats.

Aplicant aquest protocol a I'exemple de la figura 5 obtenim el

corresponent S-system:

[11]

on �i i h,j s'interpreten igual que (X, i gij pen) referits al proces de

degradaci6.
L'avantatge principal d'aquesta representaci6 respecte d'altres

possibilitats en l'iis del concepte de power-law es que mitjancanr
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l'equaci6 [11] podem obtenir una soluci6 explicita per ales equa
cions d' estat estacionari del sistema (Sorribas i Savageau, 1989a, b;
Savageau, 1992a, b; Sorribas et al., 1995a, b, c). Si definim:

[12]

( �i )b,= log �

les equacions d'estat estacionari es poden obtenir igualant l'esque
ma [11] a zero. Es a dir, en forma matricial:

[13]

(h"
0 0

g,,) (
YI

) + (go' � ) ( ) �(UgZI -h22 0 0 Yz Y3

o 0 -h33 0 Y3 o g,6 Y4

o 0 g43 -h44 Y4 o 0

que indicarem com:

[14] [A]D Y]D + [A], Y], = b]

Si la matriu [A]D te inversa, la soluci6 s'obte de la forma:

[15] Y]D = -[A]jj [A][ y], + [A]jj b]

Aquesta equaci6 ens relaciona cada un dels parametres del sis

tema arnb el comportament de I'estat estacionari. Com veurem, la

caracteritzaci6 de l' estat estacionari es pot obtenir immediatament
a partir de l'equaci6 [15].

4.6. ANAuSI DE L'ESTAT ESTACIONARI

El fet de disposar d'una soluci6 explicita per ales equacions de
l'estat estacionari (equaci6 [15]), ens permet caracteritzar aquest es

tat. Aixi, I'efecte sobre les variables dependents (X" i = 1 , ... ,n)
d'una variaci6 en una variable independent [Xk' k = (n + 1), ... ,

(n + m)] es pot obtenir per derivaci6 de l'equaci6 [15] i es coneix

com guany logaritmic:
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[16]

En notaci6 matricial, obtenim:

[17] [L] = - [A];j[A]f

Es important notar que mitjancant aquesta definici6 podem rela
cionar les propietats dels diferents components del sistema (indi
cats pels corresponents ordres cinetics que componen les matrius
[A]D i [A]J amb una propietat sistemica (el guany logarftmic). Se

guint el mateix procediment, podem calcular la sensibilitat de l'es
tat estacionari respecte a canvis en els diferents parametres impli
cats (Sorribas i Savageau, 1989a; Savageau i Sorribas, 1989; Sorribas
et al., 1995a, b, c). Aixi, definim les sensibilitats com:

[18] j = 1, ... , n

r=l, ... ,n; 5 = 1, ... , n + m

Finalment, de la mateixa manera podem traslladar aquests con

ceptes als fluxos, si tenim en compte la definici6 de l'equacio [8]
(Sorribas i Savageau, 1989a; Savageau i Sorribas, 1989).

En aquest punt, es important esmentar que l'equaci6 [15] indica
una dependencia lineal, en espai logaritmic, entre les variables de
pendents i les independents, la qual cos a es, a primer cop d'ull, una

simplificaci6 de la situaci6 real. Aixo no obstant, en observar el
comportament de sistemes experirnentals, hom a trobat moltes si
tuacions en que aquesta linealitat es mante per un camp de variaci6
de les variables independents prou ample (Savageau, 1976; Sorribas
i Savageau, 1989a). La figura 6 ens mostra un exernple d'aquest fer.
Aixi, ens trobern que tot i ser un concepte simplificat, I'equacio
[15] representa prou acuradament situacions d'interes en bioquimi
ca. Per tant, encara que treballem amb una aproximaci6, la repre
sentaci6 del sistema es prou bona i justifica l'us del concepte de
power-lawen bastir un model iitil del sistema. Veurem rnes enda
vant que es pot fer amb aquesta eina.
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IMP format (nmol per min/rug de protema)
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FIGURA 6. Influencia de I'ATP en l'activitat AMP desaminasa. Es pot veure

que la dependencia lineal en espai logaritmic es mante per una variacio impor
tant de la concentracio d'ATP. EI pendent daqucsta recta seria el guany loga
ritmic. (Adaptat de Bontemps et al. [1983]. hoc. Nat!' Acad. Sci., 20, 2829-

2833.)

4.7. DINAMICA I ESTABILITAT

L'estructura de S-system es molt favorable per a desenvolupar
un algorisme especific d'integraci6 que tregui avantatge de la forma
matematica especial d'aquestes equacions. Aixi, es disposa d 'uri

programa (ESSYNS) especific per a sirnular el comportament dels
models S-system, amb un algorisme de grau variable 1-32 (Irvine i

Savageau, 1990; Voit et aI., 1991 b). Aquest programa utilitza com a

dades les matrius de parametres de l'S-system (ordres cinetics i
constants de velocitat) i els valors de les variables independents.
Com a sortida, produeix l'evolucio del sistema en I'interval dinte

res aixi com un ampli ventall de grafics i calculs complementaris.
Aquest programa es pot utilitzar sense cap problema en un ordina
dol' PC amb memoria convencional. Per tant, I'estudi numeric de

qualsevolmodel es u n problema molt senzill si utilitzem un model

S-system i disposem del programa ESSYNS.
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En particular, ESSYNS incorpora el calcul dels valors propis
corresponents a l'equacio caracteristica del sistema obtingut per
linealitzacio de l'S-system original. Amb aixo, podem avaluar l'es
tabilitat de l' estat estacionari i tenir una idea aproximada de les
constants de temps implicades en els diferents process os (vegeu
Shira-ishi i Savageau, 1992a, b, c, d, per a aplicacions d'aquesta
idea). L'analisi de l'estabilitat local es pot fer tambe des d'un punt
de vista analitic per deterrninar-ne els elements critics. Per exemple,
Savageau (1972, 1975, 1976) explora l'efecte d'un senyal de regula
cio per feedback en l'estabilitat d'una via metabolica. Aixf mateix,
un estat estacionari estable es requisit necessari perque un determi
nat disseny tingui sentit metabolic. Aquesta condicio s'ha fet servir

com a condicio de contorn per a interpretar els avantatges associats
a diferents dissenys alternatius (Savageau, 1972; Savageau i Sands,
1990). La possibilitat de dur a terme una analisi d' estabilitat no es

troba en models rnes complicats com podrien ser els definits a par
tir d' equacions cinetiques. La facilitat amb que la representaci6
S-system ens permet abordar aquest problema es un altre avantatge
al seu favor.

4.8. COM PODEM FER SERVIR LA TECNICA S-SYSTEM
EN ESTUDIS METABOUCS?

4.8.1. La representaci6 S-system com a eina de modelitzacio

El primer avantatge clar de la representacio S-system es la facili
tat amb que es pot construir un model maternatic de qualsevol pro
ces metabolic. El protocol discutit en l'apartat 4.6. ens dona la pau
ta daplicacio. De fet, tot el que cal coneixer per a bastir un model

S-system es l'estructura del sistema, tant en termes de flux de ma

terial com d'informaci6. Un cop l'esquema del sistema esta definit,
el proces es molt senzill. Per tal d' esquematitzar aquest punt, con

siderem la figura 7, on es mostra, de manera esquernatica, el que es

coneix com a circuit classic de regulacio genetica (p.e. l'opero Lac.
en E. coli). Podem apreciar que en aquest cas cada un dels proces
sos, lluny de representar una reaccio aillada, correspon al conjunt
de diferents passos que es consideren conjuntament. En aquest
esquema, XI representa el mARN, X2 l'enzim producte del gen

(X6), i X} un metabolit, X; es un regulador de la transcripcio. X7
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FIGURA 7. Esquema simplificat del circuit de regulacio classic d'un opero,
L'exemple podria correspondre a l'opero Lac en E. coli (vegeu el text per ames

details).

representa els aminoacids precursors del producte X2• A partir
d'aquest esquema, es immediat construir un model S-system:

[19J

Aquest model es pot analitzar qualitativament per a establir de

que depen, per exemple, el guany en X} com a resposta a un incre

ment del seu regulador (equaci6 [17]). Aixi, obtenim:

[20J

Mitjancant aquesta expressio, podem discutir de quina manera es

veu afectada aquesta propietat per canvis en els parametres locals

(ordres cinetics) del sistema.
Si estern interessats a simular la resposta dinarnica d'aquest mo

del, cal escollir un conjunt de parametres representatius. Savageau i
Sands (1990) discuteixen els possibles valors en el cas de I'opere
Lac en E. coli. Aixi, per exemple, ates que el mARN corresponent
a Lac es degrada en un proces de primer ordre, sembla raonable un

valor h 11
= 1. L'avantatge de la representacio power-law es que hom

pot discutir aquests valors qualitativament. Aixi, un proces prop de
la saturacio tindra un ordre cinetic proper a 0, mentre que proces
sos que presentin cooperativitat respecte a la variable considerada
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tindran ordres cinetics per sobre d'l respecte d'aquesta variable. En
determinats casos, no es podra especificar un valor numeric per al
parametre, pero es podra indicar si es positiu (activaci6) 0 negatiu
(si la variable actua com a inhibidor). Aquesta informaci6 es, en

molts casos, suficient per a discutir les propietats generals d'un de
terrninat disseny.

Cal fer esment que en la construcci6 del model que representa
I'esquema de la Figura 7, no podem emprar equacions cinetiques,
ates que cada proces es un compendi de reaccions i inlluencies que
no corresponen a una sola reaccio. Per tant, cal especificar una fun
ci6 que representi de la millor manera possible cada un dels proces
sos globals considerats en aquest exemple. Aqui es on el concepte
de power-law pren sentit, en poder especificar sense dificultat una

funci6 amb les propietats esmentades anteriorment.
La utili tat de la representaci6 S-system com a eina de modelatge

inclou la possibilitat de validar el model, ares que es disposa de la
manera de calcular les sensibilitats respecte dels diferents parame
tres. Aquesta possibilitat es fonamental per a poder determinar fins
a quin punt la informaci6 sobre la qual es basteix el model es con

sistent. L'aplicaci6 d'aquesta tecnica ha perrnes de determinar els

problemes associats als models definits a partir d'equacions cineti

ques (Shira-ishi i Savageau, 1992a, b, c, d; Sorribas et al., 1995a, b, c).
Com a limitaci6 de l'us del concepte de power-law, hom pot in

dicar la impossibilitat de representar un proces en tot el seu detail.
Aixi, no queda gaire clar que es pugui simular la resposta a una varia
ble externa que varia de manera oscillatoria 0, per exemple, caotica.
Ames, sembla un contrasentit emprar una aproximacio en els casos

en que hom esta segur de la forma funcional que representa un deter
minat proces. Veurem a continuacio que aquestes dificultats es po
den superar mitjancant la tecnica coneguda com a recasting.

4.8.2. EI concepte de recasting

Considerem, per exernple, que el proces de degradaci6 de XI en

l'esquema de la Figura 7 es

[21]

70



Modelitzaci6 maternatica de vies metaboliques

i que tenim una bona estimaci6 del valor dels parametres emetics.
Davant cl'aixo, sembla millor emprar l'equaci6 [21J en comptes de
l'aproximaci6 power-law corresponent. Amb aixo, la representaci6
del sistema quedaria:

[22J

Es evident que, tot i que ara el proces de degradaci6 de X[ esta
millor representat, I'equaci6 [22J perd I' estructura de S-system.
Aixo es un desavantatge tant pel que fa al tractament maternatic,
com per al tractament numeric del model. Aixl, seria interessant
deterrninar si l'equaci6 [22J es pot posar en forma S-system sense

perdre el detail en la descripci6 de v[ .

EI procediment per a fer aixo es coneix com a recasting, i con

sisteix a redefinir les variables del sistema per tal de poder obtenir
un S-system que representi exactament el model desitjat, Aixl, si en

l'equaci6 [22J definim:

[23J

tindrern que:

Substituint en lequacio, obtindrem:

[25J

que es en forma S-system, tenint en compte que la condicio inicial
per a la variable auxiliar X4 sera Knl, + X[(O). La integraci6 d'aquest
sistema d' equacions ens d6na un comportament exactament igual
al de l'equaci6 [22J, amb l'avantatge d'estar en la forma S-system.
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Aquesr metode, per rant, aconsegueix expressar un sistema d'equa
cions qualsevol en forma S-system, independentment de la forma

original. El preu a pagar es l'augment en el nombre de variables,
cosa que no es particulannent limitadora (Voit i Savageau, 1986;
Voit i Rust, 1992).

Considerem ara que hom vol incorporar la representacio de la
variaci6 de Xs expressada com:

[26J

Si considerem

[27J

podem amp liar l'S-system de l'equaci6 [25J per a obtenir:

[28J

Amb la qual cosa obtenim un S-system que incorpora una variaci6
en X, d'acord amb la forma indicada per l'equaci6 [26].

Seguint aquesta estrategia, es possible general' qualsevol tipus
de comportament per a una variable detenninada. Aixo es molt in
teressant pel que fa a modelitzar la resposta observada d'un siste
ma. Aquesta es l'estrategia cornencada per Morrison (1990) per a

desenvolupar un cataleg de moduls per a dissenyar S-systems amb

propietats particulars. Per exemple, si considerem les equacions
corresponents a l'oscil-lador de Van del' Pol, tenim (Morrison,
1990):

[29J z -

g2 (3Z2 _ �) t + _1_ Z = 0
C g2 CL

72



Modelitzaci6 maternatica de vies metaboliques

L'equaci6 [29J es pot transformar en un sistema de dues equa

cions mitjancant la transformaci6 de Lienard:

[30J t=�+ glZ
_

g2Z)
CCC

. -1
y=-Z

L

Finalment, l'equacio [30J es pot representar mitjancant el se

gi.ient S-system

[31 J

fent servir les transformacions:

[32J y= X) -a2

Z=XIX21_al

A la figura 8 es mostra un resultat d'integrar I'equacio [31 J i

recuperar la variable original Z segons s'indica a I' equacio [32]. Eis

parametres son: (XI = 2,5; (X2 = 13,125; (X) = 1; �I = 5/6; �2 = 6,25;

�) = 0,4 (Morrison, 1990). Es interessant notar el fet que I'equacio
original de l'oscil-lador de Van der Pol es totalment equivalent, pel
que fa a comportament, ales equacions [31]-[32]. En aquest sentit,
la forma S-system es pot considerar com una forma canonica per a

representar equacions diferencials no lineals. Un tema de recerca de

molt futur es podria iniciar considerant si aquest fet es pot emprar

com a punt de sortida per a una teoria general que perrneti la solu-
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FIGURA 8. Oscil·lador de Van der Pool. La trajectoria s'ha obtingut per inte
graci6 numerica de les equacions Sssystem resultants del recasting de les equa
cions originals. Aquesta trajectoria cs la mateixa que s'obte per integraci6 de
les equacions originals.

cio de sistemes d'equacions no lineals mitjancant his de S-systems.
Malauradament, encara no es disposa d'experiencia suficient per a

abordar aquest problema en profunditat (vegeu peri) Voir i Rust,
1992).

La tecnica de recasting es una eina molt interessant tant pel que
fa a la modelitzaci6 com a la classificaci6 de funcions. Aixf, per
exemple, s'ha demostrat que les diferents lleis de creixement que
hom utilitza, derivades ernpiricament, son casos particulars d'un
S-system de la forma (Voit, 1990)

X =a,xg"xg"1 1 1 2

X -:.x:2
-

2

[33]

on els diferents valors dels parametres glP gl2 i hn produeixen les
diferents lleis de creixement ernpiriques (figura 9).

Per a finalitzar aquest apartat, cal esmentar I'us del recasting en

la representaci6 exacta de funcions de distribucio estadistica (Voit i
Rust, 1990, 1992). Seguint una estrategia similar, s'ha definit el con

cepte de distribucio S, que permet de calcular qualsevol distribucio
i les seves propietats mitjancant I'us de S-systems (Voit, 1992).
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FIGURA 9. Classificaci6 de les lleis de creixement classiques d'acord amb el
valor dels parametres en la seva forma S-system. Podeu observar que les lleis

obtingudes fins ara no ocupen tot l'espai disponible.

4.8.3. Comparaci6 de dissenys

Un dels objectius fonamentals que hem reconegut pel que fa a

l'estudi de vies metaboliques es la possibilitat de deduir propietats
generals dels sisternes obj ecte d'estudi que ens portin a elaborar un

cos teo ric per a entendre l'organitzaci6 de les vies metaboliques.
Aixo implica, fonamentalment, entendre els principis de disseny
que expliquen la seva estructura amb relaci6 a la funci6 que duu a

terme. El coneixement d'aquests principis de disseny es fonamental

per a planificar modificacions que portin, per exemple, a optimit
zar el rendiment d'un proces metabolic. En aquest sentit, ens apro
ximariern a un coneixement semblant al que pennet dissenyar un

aparell electronic a partir d'elements amb comportaments ben es

tablerts. Aquest tema ha estat ampliament desenvolupat a partir de

la representaci6 S-system, tot i aprofitant les seves propietats. Aixi,
s'han estudiat els avantatges funcionals lligats a la inhibici6 per

producte final (Savageau, 1972, 1975), el disseny optim de la re

gulaci6 de punts de bifurcaci6 en vies de sintesi (Savageau, 1976),

75



Modelitzaci6 macroscopica en ciencies experimentals
diferents aspectes del disseny optim dels circuits de regulaci6 gene
tica (Savageau, 1976) i l'estructura de la resposta immune (Irvine i
Savageau, 1985a, b). El metode es coneix com a comparacions de
control i es correspon amb el que hom fa en dissenyar un experi
ment en el laboratori, es a dir: controlar les variables que poden
afectar I'experiment per tal de poder-ne treure una conclusi6 cor

recta i generalitzable.
Per tal de comprendre la utilitat d'aquesta tecnica, comentarem

breument els resultats publicats per Irvine (1991) (vegeu tambe Ir
vine i Savageau, 1985a, b) referents al sistema immune. Sense entrar
en gaires details, la figura 10 mostra dos possibles esquemes que
representen I' entrallat de relacions entre els diferents elements im
plicats en aquesta resposta (antigens, limfocits efectors i supressors,
etc.). Aquests esquemes porten als S-systems segi.ients:

[34J

Hom pot no tar que la diferencia entre aquests dos models es

troba en la sintesi de X} (limfocits efectors), en el sentit que en el
sistema a es considera la supressi6 d'aquesta sintesi per part de X;
(Iimfocits supressors), mentre que el sistema b no inclou aquest
efecte. La qiiestio es determinar quin dels dos dissenys es mes
adient atesa la funci6 del sistema immunitari. Per a avaluar aquest
fet, cal considerar primer que s'enten per efectivitat en aquest cas.

D'acord amb Irvine i Savageau, cal considerar: capacitat per a reduir

Sistema (a) Sistema (b)
FIGURA 10. Esquemes alternatius per a la regulaci6 de la resposta immune
(vegeu el text per a mes details): (a) els limfocits efectors (X,) inhibeixen la
proliferaci6 de limfocirs supressors (Xs), (b) els limfocits efectors no inhibei
xen la proliferaci6 de supressors.
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el nivell bassal d'antigen, capacitat per a mantenir baix el nivell de

limjocits eJectors durant la resposta del sistema, bon comportament
dinarruc, disseny robust davant de canvis en els parametres, etc.

Amb tot, la comparaci6 entre dos possibles dissenys ha de fer

se, com ja hem comentat, tenint en compte una situacio bassal de

referencia. En aquest cas, per exernple, imposarem les condicions:

[35] L'to = LI;o
X�=xt
X3=X�

amb aixo, assegurem que els sistemes que estem avaluant son com

parables. L'objectiu es esbrinar si un dells presenta avantatges so

bre l'altre, un cop establert que ambd6s sistemes fan la mateixa fun
cio en condicions bassals. La idea es esbrinar si hi ha un sistema

que, tot i comportar-se aparentment igual que l'altre, resulta ser

mes robust, mes estable, respon millor dinamicament, etc.

Amb aixo, podem establir quin disseny es mes adient des d'un

punt de vista d'optimitzaci6 de les propietats considerades. L'e

quaci6 [35] ens porta a la condici6:

[36]

Is a dir, cal que els parametres dels sistemes considerats complei
xin aquesta relaci6 perque I'equaci6 [35J, pel que fa a la igualtat de

guanys, sigui certa. La condici6 d'igualtat de nivells en ]' equaci6
[35] ens porta a unes equivalencies similars pel que fa a la resta de

parametres. Amb aixo, la comparaci6 entre les propietats dels siste

mes a i b es mostra a la taula 1. Podem observar que el sistema que
inclou supressi6 es clarament superior en el conjunt d'aspectes
considerats; per tant, podem fer la hipotesi que des d'un punt de

vista evolutiu sera preferit a un sistema sense supressi6.
Aquest rnetode d'analisi permet, un cop definits els criteris d'e

fectivitat corresponents, avaluar diferents dissenys en sistemes me

tabolics i desenvolupar un cos teoric pel que fa a I'estructura opti
ma d'aquests sistemes. Tot i que I' aplicacio d'aquesta tecnica encara

ha estat molt restringida a casos relativament senzills, els resultats

obtinguts permeten indicar la seva utilitat en el sentit esmentat

antenorment.
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TAULA I

Resultats de comparar els sistemes a i b mitjancant el metode de
les comparacions de control (adaptat d'Irvine [1991]).

Criteri Sistema a Sistema b
Amb supressi6 Sense supressi6

Nivells bassals

Guany d'antigen
Guany d'efector
Nivell dinarnic d'antigen
Nivell dinarnic d'efectors
Sensibilitat parametrica

+

+

+

TOTAL +

El signe = indica que ambdos sistemes son comparables respecte al criteri considerat. Un
signe + indica que el sistema es superior, mentre que un signe - indica que el sistema tc

desavantatges pel que fa al criteri considerat,

4.8.4. Estimaci6 de parametres

Per tal de finalitzar aquest apartat, comentarem breument la

problernatica de lestirnacio dels parametres dels models S-system.
Cal esmentar, pen), que l'aplicacio mes important d'aquests mo

dels es troba en l'analisi teorica de sis ternes, en el sentit discutit en

els apartats anteriors. En aquests cas os, el que cal es coneixer l' es

tructura general del sistema i el sentit de les interaccions dels dife
rents elements. Aixi, en molts casos en tindrem prou de considerar
que un determinat senyal es una inhibicio, i que per tant l' ordre
cinetic associat es negatiu.

Amb tot, pero, es evident la necessitat de disposal' de metodes
experimentals per a mesurar els parametres in situ. En general, la
millor estrategia es mesurar els guanys logaritmics, i posteriorment
calcular les matrius d'ordres emetics. Aixo demana, pero, disposal'
d'una informacio correcta pel que fa a l'estructura del sistema.
Quan aixo no es aixi, trobarem que una mateixa inforrnacio experi
mental sera compatible amb diferents conjunts de parametres (Sor
ribas i Cascante, 1993, 1994). En aquest punt, caldra emprar una

estrategia particular per esbrinar l'estructura de regulaci6 del siste
ma (Sorribas i Cascante, 1994).
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D'entre els diferents metodes disponibles, l'observaci6 de la di
namica del sistema es particularment interessant ja que permet de
finir un procediment molt senzill per a calcular els ordres emetics.

Aquest metode es pot trobar a Sorribas et al. (1995a, b, c) i no es

cornentara en detail aqui. Alternativament, es pot intentar lestima
cio dels parametres de la representaci6 S-system directament sobre
la resposta dinarnica del sistema. Aquest metode presenta certs

problemes daplicacio a la practica, si be es pot dissenyar alguna
alternativa dinteres per a cases especials (Voit i Savageau, 1982;
Torsella i Bin Razali, 1991).

El problema de l'estimacio dels parametres en models S-system
es, en general, Iorca dependent del sistema considerat. Aixi, si es

disposa de la possibilitat de rnanipular diferents variables externes

del sistema, el problema pot esser relativament simple. No ho sera

quan el sistema sigui relativamerit autonom, Es poden trobar exern

ples a Groen (1984), Sorribas i Savageau (1989a), Sorribas i Cascan
te (1993, 1994), Sorribas et al. (1995a, b, c), i Shira-ishi i Savageau
(1992a, b, c, d).

4.9. CONCLUSIONS

L'estudi de process os metabolics requereix diverses aproxima
cions, que inclouen: manipulaci6 genetica, tecniques de biologia
molecular, microscopia, enzimologia, etc. Cada una d'aquestes tee

niques proveeix d'un tipus de coneixement que permet avancar en

la comprensi6 del metabolisme, erites com el conjunt de processos
que fan que un organisme es mantingui viu. A totes aquestes tee

niques cal afegir la utilitzacio de models maternatics com a tecnica

que permet de posar en corrni gran quantitat d'informaci6 i extreu

re'n les caracteristiques fonamentals.
En aquesta contribuci6 ens hem centrat en un tipus molt parti

cular de models bastits a partir del que es coneix com a representa
ci6 S-system. AI nostre entendre, aquesta tecnica es de les mes
adients per analitzar process os metabolics, i permet una modelitza
ci6 sistematica i a la vegada rigorosa. Es evident que hem deixat
fora tot un conjunt de tecniques mes sofisticades. Per exemple, en

cap moment hem fet referencia a problernes on la difusi6 tingui un

paper important. En aquests casos, cal fer us de derivades parcials,
la qual cosa queda fora de I' abast actual de la tecnica S-system.
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La utilitzacio de la representaci6 S-system com a tecnica de mo

delatge es clarament avantatjosa davant d'altres alternatives i, en

particular, permet una modelitzaci6 qualitativa molt interessant
amb vista a estudiar classes de problemes des d'un punt de vista
teoric. Al nostre entendre, aquesta possibilitat es la mes interessant

pel que fa a aquesta metodologia. Aixi, hom pot esbrinar l'existen
cia de principis de disseny en determinades situacions cl'interes que
porten a una millor comprensi6 de l'organitzaci6 de les vies me

taboliques,
La representaci6 S-system te l'avantatge addicional de permetre

un� integraci6 nurnerica molt eficient, la qual cosa es important en

models amb moltes variables. L'estructura sistematica dels sistemes

d'equacions diferencials en forma S-system perrnet el desenvolupa
ment d'algorismes especifics que aprofiten aquest fet. Addicional
ment, rnitjancant la tecnica coneguda com a recasting, els S-systems
apareixen com una forma canonica per a classificar i representar
qua1sevo1 tipus de funci6 0 sistema d'equacions diferencia1s. Aques
ta possibilitat obre perspectives molt importants per a l'ap1icaci6
dels S-systems.

Finalment, l'estab1iment de la representaci6 S-system com a

eina de recerca en estudis metabolics permet posar l'atenci6 en l' es

tudi de vies metaboliques in situ, en oposici6 al seu estudi a partir
de 1a reconstrucci6 d'informaci6 obtinguda in vitro. Al nostre en

tendre, la possibilitat de processar dades obtingudes in situ sabre el
sistema intacte es una de les propietats mes interessants de la repre
sentaci6 S-system. En aquest sentit, s'esta fent un esforc important
per a definir protocols experimentals que defineixin quin tipus de
mesures s6n les mes inforrnatives des del punt de vista de recons

truir l' estructura i propietats del sistema. L'exploraci6 i analisi de
models experimentals adients es una de les tasques rnes interessants
a curt termini per demostrar la potencialitat de la tecnica.
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